DERIVACE FUNKCE

Ma zésadni vyznam pii vySetfovani funk¢nich zavislosti nejen v matematice, ale také
v aplikacich, napt. v chemii, fyzice, ekonomii a jinych védnich oborech.

Princip derivovani formulovali v 17. stoleti nezavisle na sob&é némecky matematik G.W.
Leibniz (na zéklad¢ uvah o te¢né ke grafu funkce) a anglicky fyzik I. Newton (Gvahami
o okamzité rychlosti).

Poznamka : Jako limitu podilu pfirtstku funkce a ptirastku proménné je mozné vyjadiit
okamzitou rychlost pohybujiciho se bodu. Jestlize se téleso pohybuje ptimocare a jeho draha
s je funkci Casu 7, pak jeho okamzita rychlost v v okamziku ¢, je dana vztahem v, =5'(%,) .
Ve fyzice byva zvykem znacit derivaci podle proménné ¢ (podle ¢asu) teckou, proto piSeme
v=s(t).

Podobné, jestlize pribéh fyzikalni velic¢iny m je funkci Casu ¢, potom okamzitd zména v této
veliCiny v Case ¢ je dand vztahem v = m'(¢) . Timto zpisobem miizeme popsat rychlost
chemické reakce, intenzitu elektrického proudu, rychlost ristu populace, rychlost ristu firmy

a devalvace v ekonomii a celou fadu dalSich veli¢in z rGznych oblasti ptirodnich a
technickych véd.

Definice : Derivaci funkce fix) v bod¢ x, nazyvame (pokud existuje) limitu

limf(x() +h)_f(x0) )

h—0 h

Znatimeji  f'(x,).

Poznamka : Rikame, ze funkce ma derivaci na intervalu I, ma-li derivaci v kazdém bodé

tohoto intervalu. Zatimco derivace v bod¢ x, je ¢islo f'(x,), derivace na intervalu I je

funkce f'(x) pro xel.

Pti praktickém pocitani neur¢ujeme derivace funkei uzitim definice, tj. jako limitu, ale
pomoci pravidel a vzorct, které jsou z definice odvozeny:

Pravidla :
Pl (k-u)y=k-u' k je konstanta
P2 (uxtv)=u"£v u, v jsou funkce proménné x

P3 (u-v)=u"-v+u-v
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Vzorce :

V1 k'=0, k jekonstanta

1
V2 (x"Y=n-x"", specidlng (Wx) =——
b 2x
V3 (e)=e" V9 (tgr) =—
cos” x
x\/ X ’ _1
V4 (a*)'=a"-Ina V10 (cotgx)' =——
sin” x
, 1 .y 1
V5 (Inx) =— V11 (arcsinx) =
X 1-x?
V6 (log,x) = V12 (arccosx) = ——1
x-lna 1—x
V7 (sinx) =cosx V 13 (arctgx)’ = 2
1+x
' . , -1
V8 (cosx) =-sinx V 14 (arccotgr) = ——
1+x

Priklad : Derivujte y = x” — x +sinx.

Nejdiive pouzijeme P2 (derivace souctu a rozdilu),
y'=(x")" —(x)' +(sinx)’, potom pouZijeme na prvni dva ¢leny V2 a na teti V7.
Tedy y' =5x* —1+cosx.

Priklad : Derivujte y = iz +3x —Inx.
X
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PouZijeme opét nejdiive P2 a potom V2 a V5. Uvédomte si, Ze — = x 2a Yx=x.
X

'
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Y :(Fj +(i/;) _(ll'lx) =-2-x 3+§x 3_;:_?—’_3%/)‘.—2_;.

Piiklad : Derivujte y =3x”> —4/x° .

Pouzijeme opét nejdiive P2 a na prvni ¢len P1 (vytkneme konstantu). Potom V2.
1
Y =303 - (Yxy =324 —%x“ = 6x—%§/;.




P¥iklad : Derivujte y = x” cos x.

Nejdfiv rozepiseme podle P3 (derivace sou¢inu): »' = (x’)'cosx + x’(cosx)’ ,
dal pomoci V2 a V8 =3x*cosx +x’(—sinx) .

Vysledek miZzeme upravit , pak ' = x*(3cosx — xsinx).

Pravidlo P3 Ize zobecnit na konecny pocet Cinitelti. Derivace je potom rovna souctu soucinti
vSech Cinitell, z nichz se prave jeden derivuje (postupné od prvniho k poslednimu)

’ ’ ’ ’
oy oeou) =) uy ooy, Fuy - (uy) - Uy (1))

Priklad : Derivujte y =e” -Inx - tgx.

Rozepiseme podle pravidla pro derivaci soucinu:
y'=(") Inx-tgx+e”-(Inx)"-tgx+e* -Inx-(tgx)' . Dale pomoci V3, V5 a VO.
1

cos® x

Po zderivovani bychom mohli vysledek upravit vytykanim:

1
=e¢ ‘Inx-tgx+e’-—-tgx+e" -Inx-
X

. 1 1
=e’|Inx-tgx+—-tgx+Inx-———|.
X cos” X

3

Priklad : Derivujte y = al

3 3 '
Podle P4 je y'= (x ) : (x E 1)_1;2 : (x — 1) . Zbyva derivovat Cleny v Citateli a upravit
x—

,_3x2-(x—1)—x3-1 3x' =3x" —x’  2x’-3x7
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Jestlize je ve jmenovateli zlomku, ktery budeme derivovat pouze konstanta, miizeme pouzit
P1 a vzorce

ter
3

Funkci mtizeme zapsat ve tvaru y =

Priklad : Derivujte y =

1
— - toX.
N

o1 1 1

|
——-\tgx) =—F = .
V2 (1gx) V2 cos’x  A2cos’ x

Potom je podle P1 y' =



Poznamka: Derivaci je samoziejmeé mozné provést i uzitim P4.

12 V2 —tgx-0 \/g
r_ €os” x _€os"x _

2
(\/5)2 2 2cos’x

postupu, staci zlomek kratit V2.

. Tento vysledek je stejny, jako pii pfedchozim

Piiklad : Vypoétste hodnotu prvni derivace funkce y = x* cosx vbodé x =7 .

Uzitim P3 a vzorct V2 a V8 dostaneme )’ = 4x’ -cosx + x* - (—sinx).
Pro vypocet derivace v bod¢ neni tieba dal funkci upravovat. Po dosazeni
y(m)=4z’-(-)+x*-(0)=-47".

Derivace sloZzené funkce
je rovna soucinu derivaci jednotlivych slozek : F(x) = f(g(x)) = F'(x)= f'(g(x))-g'(x).

Plati i pro vicenasobné¢ slozené funkce. Je-li F(x) = f(g(h(x))), potom derivace

F'(x) = f'(g(h(x)))- g'(h(x))-h'(x) .

P¥iklad : Derivujte y = (x2 +5x + 3)6.

Vnéjsi slozka je 6.mocnina, vnitini kvadratick4 funkce. Podrobngji y =u® a u = x> +5x + 3.

y'= 6()c2 +5x + 3)5- (x2 +5x + 3), = 6()c2 +5x + 3)5- (2x+5).

Priklad : Derivujte y =+/sinx .

Funkce ma vnéjsi slozku y =+/u a vnitini u =sinx.
Nejdtive derivujeme vnéjsi slozku a v dal§im kroku vnitini :
COS X

24/sin x .

y’:;-(sinx)’ = cosx)=

1
24/sin x 24/sin x (

P¥iklad : Derivujte y =In+e** .
Funkce ma 4 slozky.
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V' =—- e =—.——.le = . —— _.¢ (2x): . et .2.
[62)( er 2 er ( ) er 2 [GZX er 2 er

Upravime-li na jeden zlomek vykratime, bude y'=1.




Piiklad : Vypoctéte hodnotu prvni derivace funkce y = 2x + (x2 - 3)- arctgx vbodé x=0.
1

e (2x)’ N (x2 B 3)’ arctg5x + (xz _ 3). (arcthx)’ =2+ 2x-arctgSx + (x2 - 3)m -5
X

Protoze pocitame derivaci v bod¢, nebudeme funkci upravovat, ale pfimo dosadime x =0.

1
"0)=2+2-0-arcte0+ (0> = 3)- 5=2-3.5=-13.
»'(0) g0+ )H(O)z

Derivace VyggiCh radu vypocitdme postupnym derivovanim derivaci fada
nizsich, pokud existuji.

Definice: Derivace funkce f(x) je opét funkce. Ma-li tato funkce f'(x) derivaci, nazyvame ji

druhou derivaci funkce f(x) azna¢imeji f"'(x).

Obecné n-tou derivaci funkce f(x) definujeme vztahem £ (x)= [ fon (x)]' :

Tteti derivaci funkce znac¢ime symbolem f'''(x), ale u vyssich derivaci uz oznacujeme jejich
vr 1 w7 , , 4 5

fad ¢islem v zavorkach : @ (x), ), ..., f"(x).

Kromé uvedeného znaceni vysSich derivaci se pouziva ve fyzice a technickych oborech také

dz " ’ n d"
T L= [T @)=
dx

d
znaceni: f"(x)=
dx*’ S

—3x

2
X

Priklad : Vypoctéte derivaci druhého fadu funkce y = !

Nejdiive vypocteme a upravime prvni derivaci:

, =3.x7=(1-3x)-2x —3x"-2x+6x> 3x°-2x x(3x-2) 3x-2
y = 2 = n = 2 = 2 = 3 .
X X X X X

Potom opét derivujeme

y,,_(3x—2j _3-)c3—(3)c—2)-3)c2 _3x3—9x3+6)c2 6x” — 6x° _6x2(1—x)_6(1—x)

x° x° x° x° x*

- —
X

Piiklad : Urcete hodnotu derivace tietiho fadu funkce y = x° —x* +3x+2 vbodé x =-2.
Y =5x"—4x’ +3

" =20x> —12x7

y"=60x" —24x = y"(-2)=60-4-24-(-2) =240+ 48 = 288.




